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Аннотация. Задача изучения свойств мер, порожденных квадратичными операторами,
достаточно сложна и требует громоздких вычислений. В этой статей мы ограничимся
изучением мер, соответствующих двум квадратичным операторам, которые описывают
некоторые модели наследственной передачи.
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Пусть ( )mE , произвольное пространство с мерой. Рассмотрим пространство

=

=W
1i

iE , где EEi = для всех натуральных i . Одной из важных проблем как в теории

меры, так и в теории вероятностей является задача построения меры P на W , согласованной
с мерой m на E . Для этого достаточно по теореме Колмогорова [2] задать согласованное
семейство конечномерных распределений.

Пусть { }NE ,...,2,1= и { }( ) iPim = - вероятностная мера на E , т.е. iP 0 и
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P=W
1l
lE , где EEi = для всех натуральных i . Произвольный элемент множества W

является бесконечной последовательностью ( ),..., 21 www = элементов множества E . Пусть

nx -функция, ставящая в соответствие точке Ww значение nw ее n -й координаты. Функцию
nx называют n -й координатой функцией. Пусть F s- алгебра, порожденная

совокупностью всех конечномерных цилиндров, т.е. множеств вида
( ) ( ) ( )( ){ } ( ){ }AA knnnknnn = -++-++ 1111 ,...,:,...,,: wwwwwxwxwxw

где A -подмножество прямого произведения
k

l
l

k EE
1=

P= .

Цилиндрическое множество называется тонким, если его основание A является
одноточечным подмножеством соответствующего конечного прямого произведения.
Очевидно, s -алгебра F порождается также совокупностью всех “тонких” цилиндров, т.е.
множеств вида

( ) ( ) ( ){ }kknnn lll === -++ wxwxwxw 1211 ,...,,: ,
где ji -элемент множества E , knjn + .

В силу этого замечания мера P на ( )F,W однозначно определяется своими значениями
( ) ( ) ( ) ( ){ }kknnnkn lllPlllp ==== -++ wxwxwxw 121121 ,...,,:,...,, (1)
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на этих цилиндрах, где n -номер первой фиксированной координаты тонкого цилиндра и
k -размерность цилиндра. По теореме Колмогорова [2], если для множества функций
( )kn lllp ,...,, 21 справедливы следующие условия согласования

( )

( ) ( )

( ) =

=

=

=

N

l
n

N

l
knkn

kn

lp

lllpllllp

lllp

1

1
2121

21

1

,...,,,,...,,

0,...,,

(2)

при всех nk , и kjEl j 1, , то существует единственная вероятностная мера P на F ,
для которой имеет место (2); кроме того, если

( ) ( )
=

=
N

l
knkn llllplllp

1
2121 ,...,,,,...,, (3)

при всех nk , и kjEl j 1, , то мера P сохраняется при преобразовании сдвига.
Таким образом, основную сложность при построении меры P на F составляет указание

способа задания семейства функций ( ){ }енатуральныkиnlllp kn ,,...,, 21 , удовлетворяющих
условию (2). Наиболее полно изучены следующие два способа построения семейства функции

( )kn lllp ,..., 21 .
1.Схема Бернулли. Пусть {}( ) lplm = - распределения на { }NE ,...,2,1= .

( )
klllkn ppplllp ...,...,,

2121 = (4)
мера P называется Бернуллиевской и в этом случае последовательность случайных

величин { } =1kkx образует цепь Бернулли.

2. Схема Маркова. Пусть ( )N
jljlp 1, =

=P -стохастическая по строкам матрица. Если

положить
( )

kk lllllkn ppplllp
1211

...,...,, 21 -
= (5)

т.е. ( )kn lllp ,...,, 21 не зависит от n , то имеют место соотношения (2). Соответствующая (5)
мера P называется Марковской. Если вектор вероятностей ( )Npppp ,...,, 21= удовлетворяет
условию PP =P , то будет иметь место соотношение (3). В этом случае последовательность
случайных величин { } =1kkx образует стационарную цепь Маркова.

Для квадратичного оператора 11: -- ® NN SSV и произвольной точки симплекса
( ) 100

2
0
1

0 ,...,, -= N
n Sxxxx положим ( ) ( )kk Vxx =+1 . На одномерных цилиндрических множествах

функции ( )lpn определим следующим образом:

( ) ( )1-= n
ln xlp (6)

для всех натуральных n и El .
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Для произвольных тонких цилиндров, функции ( )kn lllp ,...,, 21 при 1>k определим
образом
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Первое условия (2), очевидно, выполняется.
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Таким образом, существует единственная вероятностная мера P , определенная
функциями (6)-(7), которую естественно назвать мерой, порожденной квадратичным
операторам V и распределением ( ) 10 -NSx .

Рассмотрим теперь модель наследования для диплоидных организмов. В этом случае
генотипы определяются парой аллелей A и a , т.е. в этом случае существуют три генотипа

AaAA , и aa . Квадратичный оператор, определяются следующими переходными

вероятностями: AAAAaaAAAaAaAAAAAaAAAAAA PPPP ,,,, ,,, и.т.д.-
для упрощения вместо{ }aaAaAA ,, будем рассматривать множество { }3,2,1=E .
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Таким образом, для любого начального распределения ( ) ( )030
2

0
1

0 ,, xxxx = ( ) ( )1xx k =
для любого 1>k , т.е. со второго шага, наступает стабилизация частот генотипов AaAA, и
aa что соответствует закону Харди- Вайнберга.

Теорема 1. Для менделевских мер ( )0xP при любом ( ) 30 Sx и любых натуральных k и
l имеет место следующее равенство:

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
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lPlPllP l
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где
( ) ( )( ) ( )( ){ 13231323
1
2 2/12/1,2/1,2/1 xxxxxxxxxMa -+--+= ,

( ) ( ) ( )( ) ( ) }2211321
2

13
1
3 2/1,2/12/1,2/1, xxxxxxxxx +--+-- .
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